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Abstract: Exp-function method is compact and effective in finding solutions of nonlinear wave equations.And through it some 


new exact solutions are gotten of both of 2*1 dimensional Burgers and KP equations. 
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摘 要 :在 求解 非 线性 发 展 方程 时 ,指数 函数 方法 是 一 种 非常 简洁 有 效 的 方法 。 用 此 方法 求解 了 2+1 HE Burgers 方程 和 241 5 KP 


方程 ,并 且 得 到 了 一 些 新 的 精确 解 。 
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1 引言 

除了 李 群 方法 3、 平衡 扰动 方法 mF- 展 开 法 等 方法 外 ， 
近来 又 出 现 了 一 种 求解 非 线 件 发 展 方程 的 新 方法 -指数 函数 方 
法 , 它 在 求解 非 线 性 发 展 方程 时 得 到 了 一 些 新 的 广义 孤 波 解 和 
周期 解 5, 这 种 方法 在 非 线 性 发 展 方程 中 的 应 用 可 散 见 于 nm 等 
数学 物理 方面 的 文献 中 。 

有 了 数学 软件 MAPLE 的 帮助 ,指数 函数 方法 操作 起 来 即 
简洁 又 可 以 方便 地 推广 到 其 他 非 线性 发 展 方程 的 求解 。 本 文 就 
是 把 这 种 方法 应 用 到 2+1 维 Burgers 方程 和 241 维 KP 方程 求 
解 中 。2000 年 ,网 振 亚 研究 了 变 系数 KP 方程 39,2004 年 他 又 研 
究 了 以 任意 常数 为 系数 的 Burges 方程 3。 在 现 有 的 其 他 文献 中 
Ra Burgers 方程 也 曾经 被 研究 过 ， 但 是 它们 和 本 文 所 

AA PEA AR, 对 第 二 个 方程 也 有 相同 的 情况 由 。 


2 指数 两 数 方法 

为 了 说 明 指数 函数 方法 的 思想 ,考虑 下 面 带 有 3 EI ERE 
的 方程 : 

e(u,u, st, su, NEUE V, sU, °° =O (1) 
其 中 o 是 关于 所 给 变量 的 待定 函数 ,在 特定 变换 下 可 以 把 它 化 
成 多 项 式 函数 。 利 用 变换 ; 

uzul £) ,g=ke+lx+my (2) 
其 中 ,i 和 m 是 待定 常数 。 通 过 此 变换 方程 式 (1) 可 以 化 为 如 
下 方程 : 

pu, ku! ,lu' mu’ ku" lu" ,kmu" imu" mu", )=0 (3) 
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假 没 上 述 方程 有 如 下 的 行 波 解 ; 


-d 
Y a exp(né) 
xu 的 = 一- 一 一 一 (4) 


X b expGt) 


其 中 dp 和 4 是 待定 的 整数 ,a, 和 5b, 是 未 知 常数 。 因 此 方程 式 
(4) 可 以 写成 ; 
a, exp( c£): -+a ,exp( -d£) 

d£) EE GE a cea x: 

平衡 方程 式 (3) 中 的 最 高 阶 线性 项 与 最 高 阶 非 线性 项 ,能 
够 得 到 c Fl p 的 值 。 同 样 平 衡 方 程式 (3) 中 的 最 低 阶 线性 项 与 
最 低 阶 非 线性 项 可 得 到 d 和 g 的 值 ,这样 就 得 到 了 非 线性 数学 
物理 方程 的 新 解 。 应 用 些 方法 来 研究 2+1 HE Burgers 方程 和 2+ 
1 维 KP 方程 。 


3 2+1 维 Burgers 方程 
考虑 的 Burgers 方程 可 以 写成 如 下 形式 


Un T: uu, -u +u, =0 (6) 


4x xa ^ yy 


其 中 心 表示 ， a. 。 利用 变换 E&=kitixtmy 由 方程 式 (6) 可 以 得 到 ; 


klu" "e u » rd u" «m. u'-Ü (7) 
利用 假设 式 (4) ,根据 简单 地 计算 可 得 : 
vr pin Xe (8) 


d,exp| (8p E+ 
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_d,exp[(p+2c Xe 


_d,expl( 6pt2c Ej (9) 
i d,exp[ 3p £M -: 


~ d,expl( 8p de 


Rf d; ,i=1,…,4, 是 待定 系数 ,通过 平衡 式 子 式 (8) 和 式 (9) 式 ， 
可 得 : 

p+2c=7p+te (10) 
Bil; p-c (11) 

类 似 地 计算 方程 式 (6) 的 最 低 阶 项 可 得 : 

E m_ dsexpl- Cad YE] Xe a2) 


d,exp[-( 8g E+ 
UR d,exp[-( gtd Et-… 
* d vex 3) 


_ d, exp[( 69424 £e: 
d expl 8g £e" (13) 


其 中 d,,i=5,- 8 是 待定 系数 。 通 过 平衡 式 子 式 (12) 和 式 (13) 
可 得 : : 
6q+2d=7g+d (14) 
Bl: g=d (15) 
情形 1 取 p=c=2 和 d=q=1, 所 求 函 数 变 为 ; 
(é)= a, exp( 2£ a, exp(£)*a, +a_, exp(-€) (16) 


~ b, exp 2£ b, exp(¢)+b, +b , exp 2E) 
把 式 (16) 代 入 式 (6), 利 用 符号 运算 系统 MAPLE 可 得 ; 
Lig exp( 5£ 4g, exp( 4£ )4g, exp (3E) +g exp(2£) +g, exp( £)4 
2 


&y*& exp Sg exp -2£)4g ,exp(-3é)+g , exp -4£ 4g ,exp( -5E ) ) 
FOR AVI e BAER. e exp ne) HARES, ,可 得 : 


pert bs us TRUM LAC 
b, 
a re aibs , _ by bo 
本 E! mo b, m b, 
a =a, ,b, 2b, ,bo par " 
Ea “ot 
ult = 


Bibo Ceol 28 4h, explé)+b, +b exp( -£) 


车 令 b,-0, 可 以 得 到 文献 |13] 中 的 特殊 情形 。 
情形 2 取 p=c=2 和 d=g=2, 所 求 函数 变 为 ; 


ulé)= a, exp(2é)-+a, exp(€)+a,+a_, exp( -£)4a 3 exp( -2£) (17) 
b exp 2£)«5, exp(£)45, +b. exp 22246, exp(—2£) 


把 式 (17) 代 入 式 (6), 利 用 符号 运算 系统 MAPLE 可 得 : 
A- Gu exp TE sg, expl SE sg, exp(Sé)8,exp( AP ng exp GE 


g, exp 2) +g, exp £) 4g, , exp(-£)-+g., exp( -2£)g ,exp( -M) 
g expo £g expl -5E )+g expl -6E )+g expl -7£)) 
其 中 4, 和 & 是 任意 常数 。 令 ept MARSTS, ,可 得 ; 


m b do 2b b jb (4lb ,-a;) 
lb, 7 


(Dk= 2 H, mm, ,m= 


2 


.. b (4lb ,-a,) ues 


E! E 


Us 


EXAMEN, 
d 


PS b es) E 


exp( «£a, exp -2£) 


bb, 


-2£) 


-I -2 
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ie mb ta Mb, V __ bibo ES 
b, "E 
bab bya? (4b 7a) Peu 
b, b, 
@_,=4_,,0,> 


通过 观察 可 知 ,此 情形 与 情形 1 完全 相同 。 验 证 了 文献 
[9~10] 中 的 观点 : 当 p,c,d,q 的 值 大 到 一 定量 时 , 增 大 它们 的 值 
并 不 能 得 到 原 方程 的 新 解 , 即 有 时 新 解 会 出 现 重复 。 


4 2+1 维 KP 方程 

要 研究 的 KP 方程 有 如 下 形式 : 

Us Hu, uu, HU, m u„=0 (18) 
其 中 是 任意 非 零 常数 。 关 于 此 方程 的 更 广泛 情况 已 经 在 文献 
[1 中 讨论 过 。 利 用 变换 &=kitixtmy 方程 式 (18 ) 可 化 为 : 


ksl u” si uu" u tm au"=0 (19) 
根据 假设 式 (4) 利 用 同样 的 方法 可 得 ， 
p=c ,9=d (20) 
情形 1 取 p=c=d=q=1, 所 求 函数 变 为 : 

(Ej a, exp(£)+ay+a_, exp(-€) (21) 


b exp E, +b_,exp(-£) 
把 式 (21 ) 代 入 式 (18) ,利用 符号 运算 系统 MAPLE 可 得 : 


i (g exp 4E) +g, exp 3E) +g, exp (2E) 4g, exp( £) sg, + 
4 


g. exp(-£)+g_, expo -2£)4g , exp( 36g ,expC -4£)) 
其 中 4, 和 g 为 任意 常数 。 
令 exp( 嘴 ) 的 系数 等 于 零 ,可 得 ， 


amb tat by 1 — a,b, 
l , , i 3 "i a 


-1 4 b, 


k-- 


aot Sl ama, bob te, b, b, 4b =b aa 
. -1 


+a_,exp(-£) 


2 
1 aabo op 人 + hb. +0) 
E 


ee M 


1 bo LE eb Hemp CE) 
41 78. 


情形 2 取 p=c=2, 和 d=q=1, 所 求 函数 变 为 


_ 0 exp( 2£) +0, exp(¢)+a, +a, exp( -£) 
(p bp Em, pent H6, Hr, exp( -£) d 


把 式 (22) 代 入 式 (18), 利 用 符号 运算 系统 MAPLE 可 得 : 
+ (g,exp(6£)+g, expl 5é)+g,exp(4¢) +g, exp(3Z)+g, exp(2£)+ 
3 


g,exp(é )+g, tg exp(-€)+g., exp(-2£ )+g sexp( -3€ )+tg ,exp( -4£)4 
g ,exp( -£)«g ,exp(~-6£) } 
其 中 4, 和 8 为 任意 常数 。 令 opf RRK ETE, i: 


-n 


a,b 


— tb, ta m by +l a, DENTS A 1 
k= lh, Il mem, asa, a, y 


2 


7070s aus Fb 3b, sbo™bo +b., =0 
0 
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5° 
+ 3 exp(2é)+ 
by 


2 
BGl bota) ist ) exp(€)+a, 


u (é)= 


ti Fhexp 2445 exp(¢)+b, 


情形 3 HR p=c=2 和 d=q=2, 所 求 函 数 变 为 : 


ulé)= a,exp(2£)+a, exp(£ )+a +a exp( «£a , exp( -2£) (23) 
b, exp(2£)+b, exp(¢)+b, +b ,exp( -£)+b ,exp( -2£) 


EAO MAROS) , AIFF IS SERES MAPLE 可 得 ; 
i (g,exp( 9£)«g, exp( 8£)4g, exp(7£)+g, exp(5E)4g, exp( 5£)4 


g,exp( 4£)g, exp 3) eg, exp 2E), exp(£) tg, tg. , exp(-€)+ 
ga exp —2£)4g ,exp( -3£)4g ,exp( -A£)&g expl -5E)4g ,exp( -6£ )+ 
ga exp -TE )+g ,exp( -9£)g ,expC-8£)) 

HP AA g 为 任意 常数 。 令 expo OB RECETTE WB: 


4 2 2 
(i - Lf m b, +t a, 


Il, mzm, aca, a, 70,2, 70,0, za, 


lh, 
_by(ayt6l by) 1 aby 
a= b 04 7 
0 b, 
2 
DER AT I =b RR 
2 1 0 0 -1 -l -2 4 b, 


b_,(a,+6l b, ) 
cae ac 


o 


pene op) 
u,(£)- 


-b ibo Del ta — 


b (a 46 b.) 1 ab. 
a,exp(&)+ b, *4 b 


Bl. u,(é)= S.S 
bsp 6b +1 irem Æ) 


1 exp(-£) 


Posle, HOS CO +f OL, JUH che 是 关于 变量 
的 双 曲 余弦 函数 。 E mee 


2.132 4 2 
(2)k=- IL Wi oy Eel mem 008, = Gabo 
-2 b, 
2 
a, = EAD b.) ,2,70.a,-a,; 
b, 
MA 
b= 1b, r0 b, cb, »b_,=0,b Lo, 
b, 
p 
pu. Le xp(2E)+ bo pleat bs), +a_,exp(-2£) 
2 
u (P = p 
+ g exp 288b, +b. exp(—2E) 
2 


把 以 上 各 解 代入 对 应 的 方程 验证 可 知 ,它们 都 是 所 研究 方 
程 的 解 。 若 令 a.,=0, 可 以 得 到 文献 [12] 的 特殊 情况 。 


5 结论 和 讨论 
由 本 文 吕 以 看 到 ,指数 函数 方法 是 求解 数学 物理 方程 的 一 
种 有 效 方法 。 此 方法 的 主要 优点 是 可 以 用 来 求解 类 型 更 复杂 的 
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数学 物理 方程 。 此 外 值得 一 提 的 是 ,此 方法 也 可 以 用 来 求解 其 
它 的 非 线性 发 展 方程 。 本 文 所 得 到 的 解 , 带 入 原 方程 中 都 是 成 
立 的 。 创 新 点 是 ,关于 Burgers 方程 的 两 解 与 文献 [13] 中 的 结果 
不 同 ,是 新 解 ;对 于 KP 方程 所 得 到 的 解 与 文献 [12] 中 的 解 不 
同 ,也 是 新 的 精确 解 。 
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8B, 该 帧 为 第 一 个 数据 帧 的 元 余 帧 ;然后 ,检查 更 新 帧 序号 ,并 
返回 初始 状态 。 若 帧 序号 小 于 255, 则 幢 序 号 加 1; 否 则 , 帧 序号 
回 滚 到 1; 若 发 送 完毕 , 则 发 送 端 复位 ,并 将 蚌 序 号 标识 为 0。 

(2) 在 传送 链 路 中 , 待 传送 帧 分 别 被 发 往 两 个 相互 独立 . 互 
为 宛 余 的 网 络 4 LB 中 。 

(3) 在 接收 端 ,针对 接收 到 的 不 同 序号 的 数 指 帧 ,采用 以 下 
3 种 处 理 方式 : (1) 当 接收 到 任 一 链 路 上 序号 为 零 的 帧 , 重 局 接 
收 端 ;(2) 接 收 序号 为 psn 1 . psn O2 的 帧 时 , 则 接收 该 帧 进入 
Recd_one 或 Recd_two 状态 ,其 中 ,psn 表示 当前 接收 帧 的 序号 ; 
(3) 车 接收 帧 序号 为 pan , 则 丢弃 该 帧 ,并 进入 RM 宛 余 状 态 。 

模拟 实验 仿真 结果 如 图 5 所 示 。 cha_a,cha_b 3l 4 、 
BGA TALS SEM BERR. Receive 表示 接受 端 进 程 ,Sender 表 
示 发 送 端 进程 。 首先, 发 送 端 在 系统 月 动 时 ,发送 了 一 个 0 号 帧 
通过 cha, a 传送 到 receive, MAEM; ERIE BF 0 SHH 
的 完 余 帧 时 , 重复 重 局 接收 端 。 但 是 ,在 实际 的 应 用 环境 中 ,由 
于 接收 端的 硬件 重启 需要 一 定 的 时 间 , 所 以 不 会 出 现 真正 的 硬 
件 重 局 ;然后 ,发 送 后 续 的 | 号 帧 ,接收 端 进入 接收 状态 ,在 第 
二 个 1 号 帧 的 完 余 帧 传送 到 发 送 端 时 ， 发 送 端 采 用 SKRM 算 
法 ,检查 该 帧 序号 并 确认 该 帧 为 宛 余 帧 , 则 丢弃 该 帧 ,并 进入 接 


receiver Cha_a Cha_b send — | 
C. Me C Ide D (Me ) C Mk ) 
Message one. Reset 


( Transmitting) C SeniOne ) 


收 下 一 帧 的 等 待 状态 。 这 里 ,AFDX 接收 端 采用 SKRM TARE 
理 算法 所 进行 的 元 余 管 理 模拟 ,满足 了 AFDX 网 络 数据 传输 的 
可 靠 性 要 求 ,并 取得 了 良好 的 效果 。 


5 结论 

AFDX 协议 是 一 种 新 型 的 航空 数据 总 线 协议 ,其 双 元 余 网 
络 的 设置 有 效 地 增加 了 系统 的 可 靠 性 。 经 过 研究 发 现 到 达 帧 的 
顺序 对 接收 端 系统 元 余 算 法 的 复杂 度 、 系 统 资源 占用 其 有 着 重 
要 的 影响 。 利 用 Network Calculus 方法 ,对 数据 帧 产生 延迟 进 
行 了 定量 分 析 , 并 使 用 分 析 结 果 推 导出 了 数据 帧 到 达 接 收 端的 
最 大 延 以 时间。 为 了 使 郊 余 管理 算法 相对 简单 .系统 资源 占用 


量 相 对 较 小 ,SkewMax 的 必须 要 限定 在 [0,BAG- $, T, -500]. 最 


后 基于 SkewMax 的 确定 取 值 范围 ， 提 出 了 较为 简便 有 效 的 
SKRM 宛 余 管理 算法 ,并 对 该 算法 进行 了 建 模仿 真 验证 。 
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